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1.  Дискретные управляемые системы представляют собой важный 

класс управляемых систем (см. напр. [1-5]). 
Поэтому в литературе большое внимание уделяется исследованию 

различных классов задач оптимального управления дискретными систе-
мами (см. напр. [1-5]). В этих работах рассматривается случай локальных 
краевых условий. В предлагаемой работе изучается дискретная задача оп-
тимального управления, описываемая системой разностных уравнений с 
нелокальными краевыми условиями. 

Рассматриваемая задача является дискретным аналогом задачи 
управления из [6, 7]. Но применяемая здесь схема исследования в отличие 
от схем работ [6, 7] представляет собой обобщение схемы предложенной 
и развитой в работах [8-11] и др. 

Получено необходимое условие оптимальности в форме дискрет-
ного условия максимума и исследован особый, в смысле принципа мак-
симума Понтрягина случай. 

2. Предположим, что { }1,...,1, 100 −+= tttT  − конечное множество  
последовательных натуральных чисел, интерпретируемое нами как сово-
купность моментов времени, nR  − n -мерное евклидово пространство. 
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 Пусть заданы функции nrn RRRTf →××: , 1: RRR nn →×ϕ , 
1: RRRTF rn →××  и nnn RRR →×Φ: , ограниченное множество rRU ⊂ . 

Предполагается, что при каждом Tt ∈ , функции ( )uxtf ,, , ( )uxtF ,,  
непрерывны и  дважды непрерывно  дифференцируемы по x  в некоторой 
открытой области пространства rn RR × , а ( )10 , xxϕ , ( )10 , xxΦ  непрерывны 
и дважды непрерывно  дифференцируемы в некоторой открытой области 
пространства nn RR × . 

Рассмотрим дискретную управляющую систему 
( ) ( ) ( )( )tutxtftx ,,1 =+ , Tt ∈                                           (2.1) 

с краевыми условиями 
( ) ( )( ) 0, 10 =Φ txtx .                                                 (2.2) 

Векторы nRx∈ , rRu∈  назовем, соответственно, вектором со-
стояния и вектором управления системы (2.1). Начальные и конечные 
моменты 0t  и 1t  будем предполагать заданными. 

Управляющую функцию ( )tu , удовлетворяющую ограничению  
( ) rRUtu ⊂∈ ,    Tt ∈                                               (2.3) 

назовем допустимым управлением. 
Предположим, что любое допустимое управление ( )tu  порождает в 

силу (2.1)-(2.2) единственную функцию ( )tx , 1tTt ∪∈  которую будем на-
зывать допустимой траекторией системы управления (2.1)-(2.2). 

Качество допустимого процесса ( ) ( )( )txtu ,  оценим функционалом 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )∑
−

=

+=
1

10

1

0

,,,
t

tt
tutxtFtxtxuJ ϕ .                                (2.4) 

Требуется минимизировать функционал (2.4) при ограничениях 
(2.1)-(2.3). 

3. Формула приращения. Пусть ( ) ( )( )txtu , , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )txtxtxtututu ∆+=∆+= ,  
любые допустимые процессы, ( )tψ  пока неизвестная вектор-функция, а 

nR∈λ  неизвестный вектор. 
Ясно, что приращение ( )tx∆  траектории ( )tx  будет удовлетворять 

системе 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )tutxtftutxtftx ,,,,1 −=+∆ ,                                 (3.1) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 0,,, 101010 =Φ−Φ=∆Φ txtxtxtxtxtx .                         (3.2) 
Пусть  
                  ( ) ( ) ( )uxtFuxtfuxtH ,,,,,,, −′=ψψ , 
                        ( ) ( )1010 ,,, xxxxM Φ′= λλ . 
Вычислим приращение функционала качества в задаче (2.1)-(2.4). 
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Отсюда, используя формулу Тейлора, после некоторых преобразо-
ваний будем иметь 
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Если предположить, что ( )tψ , λ  удовлетворяют соотношениям 
                         ( ) ( ) ( ) ( )( )ttutxtHt x ψψ ,,,1 =− , 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
0

10

0

10
0

,,
x

txtx
x

txtxt
∂

∂
+

∂
Φ′∂

=
ϕλψ ,                      (3.4) 
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то формула приращения (3.3) примет вид 
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Здесь по определению 
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Введем множество 
( )( ) ( )( ){ }UvvtxtfUtxtf ∈== ,,,:,, αα .                         (3.7) 

Если предполагать, что множество (3.7) выпуклое при всех Tt ∈ , 
то специальное приращение допустимого управления ( )tu  можно опреде-
лить по формуле 

( ) ( ) ( )tutvtu −=∆ εε ;; ,    Tt ∈ ,                                   (3.8) 
где [ ]1,0∈ε  − произвольное число, а ( ) Utv ∈ε; , Tt ∈  − произвольное до-
пустимое управление, такое что, 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )tutxtftutxtf tvtv ,,,,; ∆=∆ εε . 

Здесь ( ) Utv ∈ , Tt ∈  соответствующее ( )ε;tv  произвольное до-
пустимое управление. 

Через ( )ε;tx∆  обозначим специальное приращение траектории 
( )tx , соответствующее специальному приращению (3.8) управления ( )tu . 

В работе [12] доказано, что для ( )ε;tx∆  имеет место 
( ) ( ) ( )ttytx ;; εοεε +=∆ ,                                            (3.9) 

где ( )ty  – решение задачи (аналог уравнения в вариациях) 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )tutxtftytutxtfty tvx ,,,,1 ∆+=+ ,                  (3.10) 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 0,, 110010 10
=Φ−Φ tytxtxtytxtx xx .                  (3.11) 
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Лемма 3.1. Решение краевой задачи (3.10)-(3.11) допускает пред-
ставление 
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Здесь по определению 
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а ( )τ,tF  ( )nn×  матричная функция, являющаяся решением задачи 
                        ( ) ( ) ( ) ( )( )τττττ uxftFtF x ,,,1, =− , 
                                         ( ) EttF =−1, , 
                              ( E  – ( )nn×  единичная матрица).  

Используя разложение (3.9) и формулу (3.8), из (3.6) получаем 
следующее разложение для приращения функционала качества 
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4. Основные результаты. Из разложения (3.13) следует 
Теорема 4.1. Если множество (3.7) выпуклое, то для оптимально-

сти допустимого управления ( )tu  необходимо, чтобы неравенство 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 0,,,
11

0

≤∆∑
−

=

t

tt
tv ttutxtH ψ                                      (4.1) 

выполнялось для всех ( ) Utv ∈ , Tt ∈ . 

 50 



Неравенство (4.1) есть аналог дискретного условия максимума в 
рассматриваемой задаче, и является необходимым условием оптимально-
сти первого порядка. 

Далее изучен случай вырождения необходимого условия опти-
мальности (4.1). 

Следуя [13] введем  
Определение 4.1. Допустимое управление ( )tu , удовлетворяющее 

дискретному аналогу условия максимума, назовем экстремалью Понтря-
гина. 

Определение 4.2. Экстремаль Понтрягина назовем особым, в 
смысле принципа максимума Понтрягина, если для всех ( ) Utv ∈ , Tt ∈  
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tv ttutxtH ψ .                                     (4.2) 

Из разложения (3.13) следует следующее неявное необходимое ус-
ловие оптимальности особых управлений: 
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Неравенство (4.3) является неявным необходимым условием опти-
мальности особых, в смысле принципа максимума Понтрягина, управле-
ний. 

Используя его получим необходимое условие оптимальности, явно 
выраженное через параметры задачи (2.1)-(2.4). 

Пусть по определению 
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Тогда введя обозначение 
                     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )τταττ ,,, 1 tFtFtLtK += , 

представление (3.12) записывается в виде 
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Используя (4.4) получаем, что 
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Наконец по схеме из [4, 8] имеем 
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Введем обозначение 
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Тогда с учетом тождеств (4.4)-(4.8) неравенство (4.3) преобразует-
ся к виду 
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Сформулируем полученный результат. 
Теорема 4.2. Если множество (3.7) выпукло, то для оптимальности 

особого, в смысле принципа максимума Понтрягина, управления ( )tu  в 
задаче (2.1)-(2.4) необходимо, чтобы неравенство (4.10) выполнялось для 
всех ( ) Utv ∈ , Tt ∈ . 
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BİR LOKAL OLMAYAN DİSKRET İDARƏ MƏSƏLƏSİ HAQQINDA 

 
K.B.MƏNSİMOV, M.Y.NƏCƏFOVA 

 
XÜLASƏ 

 
Məqalədə qeyri-xətti sərhəd şərtli fərq tənliklər sistemi ilə təsvir olunan diskret 

optimal idarəetmə məsələsinə baxılır. Diskret maksimum şərtinin analoqu alınmış və məxsusi 
hal tədqiq olunmuşdur. 
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SUMMARY 
 

The paper considers the optimal control problems described by non-linear boundary 
conditions for the nonlinear difference equation. The analogue of discrete maximum principle 
is obtained and a specific case is investigated. 
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